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clasa a X-a
Barem de corectare si notare

1. Demonstrati ca pentru orice z € C cu |z| = 1 are loc inegalitatea:
1012 - |1+ z| + |1 + 22|+ |1 + 23| + - + |1 + 229%5| > 2024.

S.G.M. 10/2024

Solutie:
1012 - 14+ z|+ |1+ 22|+ |1 + 23| + -+ |1 + 22025| =
1012 1012
Z (11 +2] +11 +z2k+1|>+z 1422 >
1012 1012
z |1+Z—(1+22k+1)|+z 11+ z2K| =
1012 1012 1012
Z 2] - |1—z2k|+z 1 +22k|—z (11— 22|+ |1 + 22K]) >

1012 1012

> z |1 — 22k + 1+ z%%| = z 2 = 2024
k=1 k=1

2. Determinati perechile de numere reale pozitive (x, y) care verifica simultan conditiile:

14’x\/;§+14y\/37§:3

Solutie:
Sistemul de ecuatii este echivalent cu
3 3
x§ y8 =7
1
x8 + y8 =3
1 - . . a3 —p3=7
Notand xs =a > 0sixs=b > 0,sistemul devine {
a+b=73

Cuma=3-b=>B-b)>*-b3>=72b3>-9p*+27h-20=0 &

© 2b3—2b2-7b%>+7b+20b—-20=0< (b—1)(2b%2 —7b +20) =0
cu unica solutie reald pozitiva b = 1, de unde a= 2

Deci (x,y) = (28,1)

3. Dacda,b,c € (0,1)saua,b,c € (1,+c0), demonstrati ca:
a) log, b +log, c+log.a >3
b) logZ b + log? c + logZ a = log, b + log, ¢ + log.a
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Solutie:

a) Din ipotezd avem calog, b, log, c, log.a € (0,+c0). Aplicand inegalitatea dintre ...1p
media aritmetica si media geometrica pentru aceste numere obtinem:

log, b +log, c +log.a = 3i/10ga b -log, c-log.a =3 -1p
b) Metoda 1

Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz, obtinem:

(1-log,b+1-log,c+1-log.a)* < (1?2 + 1%+ 1%) (log2 b + logs ¢ + log? a)

& (log, b + log, ¢ +log. a)* < 3 - (log2 b + logs ¢ + logZ a) ..2p
Folosind subpunctul a), rezulta ca
(log, b + logy, ¢ +log, a)? < (log, b + log, ¢ + log, a) - (log2 b + log? ¢ + log? a) ..2p
= logZ b + log? ¢ + logZa > log, b + log, ¢ + log. a 1p
Metoda 2
4log? b + logi ¢ + logZa

log? b + logi ¢ + logZ a = 8a ;gb Bl

logZ b + 4logs c +logZa log%b +logsc+ 4logZa 2P
+ + >

6 6

> ﬁ\[logg blog? clogZa + 6\/10&21 blogd clog?a + i[logfl blog? clogéa = 2P
= log, b +log, c +log.a ..1p

4. Se considera punctele distincte A, B, C de afixe z,, zp sirespectiv z., unde z4, zg,zc Suntnumere
complexe cu |z4| = |zg| = |z¢|. Demonstrati ca:
a) 24 lzg — zc|l + 25 - |z¢ — 24| + z¢ - |24 — zg| = 0 daca si numai daca A ABC este echilateral.
b) z3-(zg —zc)+25  (zc —24) + 25 (24— 25) =0 daci si numai daci AABC este
echilateral.

Solutie:
Din ipoteza rezulta ca centrul cercului circumscris A ABC este originea planului complex 0. ...1p

a) Notdnd cu a, b, c € R* lungimile laturilor [BC], [AC] sirespectiv [AB], relatia din ~1p

. - . - b

ipoteza este echivalentd cu azy + bzg + ¢z, = 0 & % =0ez=0&s

& [ = 0 © A ABC este echilateral, unde I(z;) este centrul cercului inscrisin A ABC. .1p

b)z3 - (zg —zc) + 25 - (20 — 24) + 22 - (24 — 2z) =

= 2325 — 237¢ + 232 — 2325 + 28 - (2 — 2p) =

= 2425(25 — 28) — 2c(23 — 23) + 22 - (24 — 2) =

= (24 — 2p)[25 (25 — 2¢) + 2425 (25 — 2¢) — 2 (25 — 28)] = ..1p

= (24 — 2zp) (2 — 2c) (27 — 2% + 7425 — zc2) =

= (24 — 25)(2p — 2¢) (24 — 2¢) (24 + 25 + 2() .1p

Cum z4, zg, Zc sunt numere complexe nenule, distincte doud cate doud, avem ca

73 (zg—zc)+zp (zc—24)+ 22 (24— 25) =0 24+ 25+ 2, =0 & .Ap
Zp+tzZp+zc

. =0 © z; =0 G =0 © A ABC este echilateral, unde G (z;) este centrul
de greutate al A ABC.



