
 
 
 
 

Olimpiada Naţională de Matematică  
Etapa Locală, județul Timiș 

7.02.2025 
 

clasa a XII-a  
Barem de corectare și notare 

 

1. Fie 𝐺 = ቄቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ ห𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍ଷ , 𝑎 ≠ 0෠ 𝑠𝑎𝑢 𝑏 ≠ 0෠ቅ. Arătați că (𝐺,∙) este grup abelian. 

 
Soluţie:  
 
Demonstrează că înmulțirea este corect definită pe G .............................................................2p 
Justifică asociativitatea și comutativitatea înmulțirii pe G .......................................................2p 
Determină elementul neutru din mulțimea G ...........................................................................1p 
Demonstrează că orice matrice din G este inversabilă în G .....................................................2p 
 
2. Să se determine  𝐹 , primitiva funcției 𝑓: [0, 𝜋) → 𝑅  , 𝑓(𝑥) =

௫

ଵା௖௢௦௫
 , dacă reprezentarea 

geometrică a graficului primitivei intersectează axa ordonatelor cu o unitate deasupra originii 
sistemului cartezian de coordonate. 

 
Soluţie:  
 
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

௫

ଵା௖௢௦௫
𝑑𝑥 = ∫

௫

ଶ௖௢௦మቀ
ೣ

మ
ቁ

𝑑𝑥 =    ……………………………………………….1p 

= ∫ 𝑥 ቀ𝑡𝑔
௫

ଶ
ቁ

ᇱ

𝑑𝑥 =  ………………………………………………………………………….1p 

= 𝑥 ቀ𝑡𝑔
௫

ଶ
ቁ − ∫ ቀ𝑡𝑔

௫

ଶ
ቁ 𝑑𝑥 = …………………………………………………………………2p 

= 𝑥 ቀ𝑡𝑔
௫

ଶ
ቁ + 2𝑙𝑛 ቀ𝑐𝑜𝑠

௫

ଶ
ቁ + 𝐶 ……………………………………………………………….2p 

Dacă 𝐹(0) = 1 se obține 𝐶 = 1 deci 𝐹(𝑥) =  𝑥 ቀ𝑡𝑔
௫

ଶ
ቁ + 2𝑙𝑛 ቀ𝑐𝑜𝑠

௫

ଶ
ቁ + 1  ………………..1p 

 
 
3. Să se determine automorfismele grupului (Z,+). 
 
Soluţie:  
 
Automorfismul este funcția bijectivă 𝑓: 𝑍 → 𝑍 care verifică egalitatea 
 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍. ………………………………………………………..2p 
Soluțiile ecuației funcționale (de tip Cauchy) 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)  
sunt funcțiile 𝑓: 𝑍 → 𝑍 𝑓(𝑥) = 𝑛𝑥,  𝑛 ∈ 𝑍. ………………………………………………….3p 
Pentru ca funcția să fie bijectivă, 𝑛 ∈ {−1,1}.   …………………………………………….. 1p 
Deci automorfismele sunt 𝑓: 𝑍 → 𝑍, 𝑓(𝑥) = ±𝑥.   ………………………………………………..1p 
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4. Fie 𝑓: 𝑅 → 𝑅 o funcție continuă și periodică de perioadă 1. Arătați că pentru orice 𝑎 ∈ 𝑅 are loc 

egalitatea:  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௔ାଵ

௔
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ଵ

଴
. 

 
Soluţie:  
 
Dacă 𝑓 are perioada 1 atunci are ca perioadă orice număr 𝑘 ∈ 𝑍. 
Deci 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑘) ∀𝑥 ∈ 𝑅, ∀𝑘 ∈ 𝑍   (1)  ……………………………………………………..1p 
 
Notăm 𝑘 = [𝑎 + 1] = [𝑎] + 1 ,  𝑎 < 𝑘 ≤ 𝑎 + 1  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௔ାଵ

௔
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௞

௔
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௔ାଵ

௞
 ……………………………………………………….1p 

 
Notăm 𝑥 = 𝑦 + 𝑘 , ținem cont de relația (1) și obținem 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௔ାଵ

௔
= ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦

଴

௔ି௞
+ ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦

௔ି௞ାଵ

଴
 …………………………………………………..2p 

 
În prima integrală notăm 𝑦 = 𝑡 − 1, ținem cont de relația (1) și obținem 

∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦
଴

௔ି௞
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

ଵ

௔ି௞ାଵ
   …………………………………………………………………….2p 

 

Deci ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௔ାଵ

௔
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

ଵ

௔ି௞ାଵ
+ ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦

௔ି௞ାଵ

଴
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ଵ

଴
. …………………………….1p 

 
 


